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О числе квадратичных многочленов с
ограниченными дискриминантами
Ф. Гётце Д.В. Коледа М.А. Королёв
20 июня 2018 г.
Аннотация
В работе получена асимптотика для числа квадратичных целочисленных
многочленов с ограниченной высотой и дискриминантами, не превосходящими
заданной границы.
Библиография: 11 названий.
1 Введение
Пусть p(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 ∈ Z[x] многочлен степени n, H(p) = max
0≤i≤n
|ai| –
высота многочлена p, и пусть α1, α2, . . . , αn ∈ C – корни p(x). Число
D(p) = a2n−2n
∏
1≤i<j≤n
(αi − αj)2 (1)
называется дискриминантом многочлена p. Дискриминант является целочисленным
многочленом от n + 1 переменных коэффициентов многочлена p (см. [1, гл.5, §33]).
Свойства дискриминанта имеют многочисленные приложения в теории чисел и ал-
гебре.
Так, например, поведение D(p) тесно связано с задачей разделения сопряженных
алгебраических чисел [2]-[5]. Недавно в [6],[7] были получены нижние оценки коли-
чества многочленов с заданными высотами и ограниченными дискриминантами, а
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также дискриминантами, делящимися на большую степень простого числа. Зависи-
мость дискриминанта от коэффициентов многочлена имеет сложный при n = 3 и
очень сложный при n≥ 4 вид. Поэтому в указанных выше работах использовалось
определение (1).
С другой стороны, при малых n средствами аналитической теории чисел удается
получать более сильные результаты. Так в [8] была найдена верхняя оценка для
количества целочисленных многочленов третьей степени с заданной границей для
абсолютной величины дискриминанта.
Пусть n ≥ 2 – целое число, Q > 1, v ≥ 0. Определим множества
Pn(Q) = {p(x) ∈ Z[x] : deg p = n, H(p) ≤ Q},
Pn(Q, v) = {p(x) ∈ Pn(Q) : |D(p)| ≤ γnQ2n−2−2v},
где
γn = sup
p∈Z[x]
deg p=n
|D(p)|
(H(p))2n−2
.
Заметим, что условие H(p) ≤ Q влечет неравенство |D(p)| ≤ γnQ2n−2. В частности,
при n = 2 и p(x) = ax2 + bx+ c имеем: D(p) = b2 − 4ac, откуда |D(p)| ≤ 5Q2, причем
равенство достигается на многочлене Q(x2 + x− 1). Таким образом, γ2 = 5.
В [6] и [9] было доказано, что
#Pn(Q, v)≫ Qn+1−2v (2)
при 0 < v < 1
2
. Из эвристических соображений можно предположить, что с точностью
до постоянного множителя правая часть соотношения (2) будет также и верхней гра-
ницей для величины#Pn(Q, v). Однако в [8] было доказано, что#P3(Q, v)≪ Q 4−5v/3.
Незначительное видоизменение рассуждений из работы [8] приводит к соотношению
#P3(Q, v) ≍ Q 4−5v/3. Это показывает сложную зависимость различных характери-
стик (сумм, интегралов, мер и т.д.) многочлена от его коэффициентов. Пожалуй,
впервые данное обстоятельство было замечено в работе [10] при решении проблемы
Терри.
Возникает естественный вопрос: когда оценка (2) является правильной по по-
рядку? В настоящей работе на этот вопрос дается утвердительный ответ в случае,
когда n = 2, а v - фиксированное число с условием 0 < v < 3
4
. Именно, пусть
N(Q,D) – количество целочисленных многочленов второй степени, высота которых
не превосходит Q, а дискриминант ограничен по абсолютной величине числом D (так
что #P2(Q, v) = N(Q, 5Q2−2v)). Тогда имеет место
Теорема 1. При любых D и Q с условием 1 ≤ D ≤ Q2/2 справедливо равенство
N(Q,D) = κQD + O
(
D3/2 lnQ+ (Q lnQ)3/2
)
,
где κ = 4(ln 2 + 1) = 6.772588 . . ..
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Замечание. Несложно проверить, что формула для N(Q,D) будет асимптоти-
ческой, если
Q1/2(lnQ)3/2 ≪ D ≪
(
Q
lnQ
)2
.
Эти условия выполнены, если D = Q2−2v, где v – фиксированное число из промежут-
ка
(
0, 3
4
)
.
В статье используются стандартные теоретико-числовые обозначения: [x] и {x} =
x− [x] – соответственно, целая и дробная части числа x, ⌈x⌉ – ближайшее к x целое
число, не меньшее чем x, ‖x‖ = min ({x}, 1− {x}) – расстояние от x до ближайшего
целого числа; τ(n) – число делителей n или, что то же, число решений уравнения
xy = n в натуральных x и y; θ, θ1, . . . – комплексные числа, по модулю не превосхо-
дящие единицы и в разных соотношениях, вообще говоря, разные; (a, b) = ...(a, b) —
наибольший общий делитель целых чисел a и b.
2 Вспомогательные утверждения
В данном разделе собраны вспомогательные утверждения, необходимые для до-
казательства основной теоремы.
Лемма 1. Пусть
α =
a
q
+
θ
q2
, (a, q) = 1, q ≥ 1, |θ| ≤ 1.
Тогда при любом β, U > 0, P ≥ 1 имеем
P∑
x=1
min
(
U,
1
‖αx+ β‖
)
≤ 6
(
P
q
+ 1
)
(U + q ln q).
Доказательство см. стр. 94–95 в [11, §2 гл. VI].
Лемма 2. Пусть ...(a,m) = 1, 1 ≤ N ≤ m. Тогда для любых m, больших некоторой
абсолютной постоянной m0, справедливо неравенство∣∣∣∣∣
N∑
x=1
e2pii
ax2
m
∣∣∣∣∣ ≤ 5
√
m lnm.
Доказательство. Пусть S =
∑N
x=1 e
2piiax
2
m . Тогда
|S|2 =
N∑
x,y=1
e2pii
a(y2−x2)
m =
∑
1≤x≤N
∑
1≤x+h≤N
e2pii
a((x+h)2−x2)
m =
=
∑
1≤x≤N
∑
1−x≤h≤N−x
e2pii
2axh+ah2
m =
∑
|h|<N
e2pii
ah2
m
∑
X1≤x≤X2
e2pii
2ahx
m ,
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где X1 = max(1, 1− h), X2 = min(N,N − h), X2 −X1 < N .
Выделяя слагаемые, отвечающие h = 0, получим:
|S|2 ≤ N +
∑
0<|h|<N
Sh, Sh =
∣∣∣∣∣
∑
X1≤x≤X2
e2pii
2ahx
m
∣∣∣∣∣ .
Имеем, далее
Sh ≤ min
(
X2 −X1 + 1, 1∣∣sin 2piah
m
∣∣
)
≤ min
(
N,
1
2
∥∥2ah
m
∥∥
)
.
Замечая, что суммы Sh и S−h оцениваются одинаково, найдём:
∑
0<|h|<N
Sh ≤ 2
∑
1≤h<N
min
(
N,
1
2
∥∥2ah
m
∥∥
)
≤ 2
∑
1≤h<2N
min
(
N,
1
2
∥∥ah
m
∥∥
)
.
Полагая α = a
m
, β = 0, P = U = 2N в лемме 1 и замечая, что N ≤ m, при m ≥ m0
получим:
∑
0<|h|<N
Sh ≤
∑
1≤h<2N
min
(
2N,
∥∥∥∥ahm
∥∥∥∥
−1)
≤
≤ 6
(
2N
m
+ 1
)
(2N +m lnm) < 20m lnm.
Таким образом, получаем
|S|2 ≤ N + 20m lnm ≤ 25m lnm.
Лемма доказана.
Лемма 3. Пусть m ∈ N, A1, A2, B1, B2 — целые числа, A1 ≤ A2, B1 ≤ B2. Тогда∑
A1≤a≤A2
∑
B1≤q≤B2
q2≡a (mod m)
1 ≤
⌈
A2 − A1 + 1
m
⌉
(B2 −B1 + 1).
Доказательство. Заметим, что∑
0≤a<m
∑
B1≤q≤B2
q2≡a (mod m)
1 = B2 − B1 + 1.
Каждый квадратичный вычет по модулю m встречается в промежутке A1 ≤ a ≤ A2
не более
⌈
A2−A1+1
m
⌉
и не менее
[
A2−A1+1
m
]
раз. Лемма доказана.
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3 Доказательство теоремы
Подсчитаем число троек целых чисел (q, n, r) с условиями −Q ≤ q, n, r ≤ Q и
−D ≤ q2 − 4nr ≤ D (предполагаем, что 1 ≤ D ≤ Q2/2).
Если q = 0, то последнее ограничение на q, n, r принимает вид −D
4
≤ nr ≤ D
4
. Если
одно из чисел n, r равно нулю, то для второго имеем не более 2Q+ 1 возможностей.
Если nr 6= 0, то число таких пар (n, r) не превосходит
4
∑
1≤k≤D/4
τ(k)≪ D lnD ≪ D lnQ.
Итак, количество троек (q, n, r), где q = 0, не превосходит по порядку Q+D lnQ.
Рассмотрим теперь те тройки (q, n, r), где q 6= 0, но nr = 0. Тогда 1 ≤ q2 ≤ D,
откуда 1 ≤ |q| ≤ √D. Так как для ненулевого числа из пары (n, r) имеется не более
2Q + 1 возможностей, то число троек с условием q 6= 0, nr = 0, не превосходит по
порядку Q
√
D.
Оставшиеся тройки отвечают условию qnr 6= 0. Очевидно, число троек с положи-
тельным q совпадает с числом троек с отрицательным q. Далее, число троек с n < 0,
r < 0 совпадает с числом троек с n > 0, r > 0, а число троек с n < 0, r > 0 равно
числу троек с n > 0, r < 0. Следовательно,
N(Q,D) = 4(N1 +N2) +O(Q
√
D +D lnQ),
где N1 — число троек с условиями 1 ≤ q, n, r ≤ Q, −D ≤ q2 − 4nr ≤ D, а N2 —
число троек с условиями 1 ≤ q, n, r ≤ Q, −D ≤ q2+4nr ≤ D (последнее неравенство,
очевидно, можно заменить следующим: 1 ≤ q2 + 4nr ≤ D).
Ясно, что N2 не превосходит числа троек с условиями 1 ≤ q2 ≤ D, 1 ≤ 4nr ≤ D,
1 ≤ n, r ≤ Q или, что то же, 1 ≤ q ≤ √D, 1 ≤ nr ≤ D/4, 1 ≤ n, r ≤ Q, и, таким
образом, оценивается сверху величиной порядка D3/2 lnD ≪ D3/2 lnQ. Итак,
N(Q,D) = 4N1 +O
(
Q
√
D +D3/2 lnQ
)
.
Вычислим N1. Зафиксируем целое a, |a| ≤ D, и обозначим через N1(a) число тех
троек (q, n, r), для которых q2 − 4nr = a при условиях 1 ≤ q, n, r ≤ Q. (При a 6≡ 0
(mod 4) и a 6≡ 1 (mod 4) заведомо имеем N1(a) = 0. Действительно, необходимо
q2 ≡ a (mod 4). Но q2 ≡ 0 (mod 4) или q2 ≡ 1 (mod 4).) Далее имеем:
N1(a) =
∑
1≤q≤Q
∑
1≤n,r≤Q
q2−a=4nr
1 =
∑
1≤n,r≤Q
nr≤Q2−a
4
∑
1≤q≤Q
q2−a=4nr
1 = 2S1(a)− S2(a),
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где
S1(a) :=
∑
1≤n≤
√
Q2−a
2
∑
1≤r≤Q
r≤Q2−a
4n
∑
1≤q≤Q
q2−a=4nr
1,
S2(a) :=
∑
1≤n,r≤
√
Q2−a
2
∑
1≤q≤Q
q2−a=4nr
1.
Предположим, что для некоторых n и q, 1 ≤ n ≤
√
Q2−a
2
, 1 ≤ q ≤ Q, выпол-
няется сравнение q2 ≡ a (mod 4n). Положив r = q2−a
4n
, получим r ≤ Q2−a
4n
. Что-
бы r удовлетворяло условию 1 ≤ r ≤ Q, необходимо потребовать: 1 ≤ q2−a
4n
≤ Q,
т.е. 4n + a ≤ q2 ≤ 4nQ + a. Аналогично, для того, чтобы r удовлетворяло усло-
вию 1 ≤ r ≤
√
Q2−a
2
, необходимо выполнение неравенства 1 ≤ q2−a
4n
≤
√
Q2−a
2
, т.е.
4n+ a ≤ q2 ≤ 2n
√
Q2 − a + a. Так получим
S1(a) =
∑
1≤n≤
√
Q2−a
2
∑
1≤q≤Q
4n+a≤q2≤4nQ+a
q2≡a (mod 4n)
1 ,
S2(a) =
∑
1≤n≤
√
Q2−a
2
∑
1≤q≤Q
4n+a≤q2≤2n
√
Q2−a+a
q2≡a (mod 4n)
1 .
Таким образом, получаем, что N1 =
∑
|a|≤DN1(a) = 2S1 − S2, где
S1 =
∑
|a|≤D
S1(a), S2 =
∑
|a|≤D
S2(a).
Далее преобразуем суммы S1 и S2 с тем, чтобы границы изменения n и q не
зависели от a. А именно, обозначим через T1 вклад в S1 слагаемых, отвечающих
1 ≤ a ≤ D,
√
Q2−a
2
< n ≤ Q
2
, а через T2 — вклад слагаемых, соответствующих
−D ≤ a ≤ −1, Q
2
< n ≤
√
Q2−a
2
. Так что S1 = S
′
1 − T1 + T2, где
S ′1 =
∑
|a|≤D
∑
1≤n≤Q
2
∑
1≤q≤Q
4n+a≤q2≤4nQ+a
q2≡a (mod 4n)
1 . (3)
Далее при оценках внутренних сумм будем пользоваться леммой 3.
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Пусть |a| ≤ D ≤ Q2/2. Применяя теорему о среднем (теорему Лагранжа), полу-
чаем √
Q2 − a
2
=
Q
2
√
1− a
Q2
=
Q
2
− 1
4
√
1− ξ
a
Q
,
где ξ — некоторая точка между нулём и значением a/Q2.
В силу условия |a| ≤ D ≤ Q2/2 имеем |ξ| ≤ 1/2, и, следовательно, между
√
Q2−a
2
и Q/2 лежит не более D
2
√
2Q
+ 1≪ D/Q+ 1 целых чисел. Итак, имеем
T1 :=
∑
1≤a≤D
∑
√
Q2−a
2
<n≤Q
2
∑
1≤q≤Q
4n+a≤q2≤4nQ+a
q2≡a (mod 4n)
1 ≤
∑
√
Q2−D
2
<n≤Q
2
∑
1≤a≤D
∑
1≤q≤Q
4n+1≤q2≤4nQ+D
q2≡a (mod 4n)
1 ≪
≪
∑
√
Q2−D
2
<n≤Q
2
(
D
n
+ 1
)
Q ≪ Q (D/Q+ 1)2 ≪ D2/Q+Q.
Аналогично оценивается и сумма T2,
T2 :=
∑
−D≤a≤−1
∑
Q
2
<n≤
√
Q2−a
2
∑
1≤q≤Q
4n+a≤q2≤4nQ+a
q2≡a (mod 4n)
1 ≪ D2/Q+Q.
Определим для суммы S2 величины T3 и T4 подобно T1 и T2. Так получим:
T3 :=
∑
1≤a≤D
∑
√
Q2−a
2
<n≤Q
2
∑
1≤q≤Q
4n+a≤q2≤2n
√
Q2−a+a
q2≡a (mod 4n)
1 ≤
≤
∑
√
Q2−D
2
<n≤Q
2
∑
1≤a≤D
∑
1≤q≤Q
4n+1≤q2≤4nQ
2
+D
q2≡a (mod 4n)
1 ≪ D2/Q+Q,
T4 :=
∑
−D≤a≤−1
∑
Q
2
<n≤
√
Q2−a
2
∑
1≤q≤Q
4n+a≤q2≤2n
√
Q2−a+a
q2≡a (mod 4n)
1 ≪ D2/Q+Q.
Итак, N1 = 2S
′
1 − S ′2 +O(D2/Q +Q), где
S ′1 := S1 + T1 − T2 =
∑
|a|≤D
∑
1≤n≤Q
2
∑
1≤q≤Q
4n+a≤q2≤4nQ+a
q2≡a (mod 4n)
1,
8 Ф. Гётце, Д.В. Коледа, М.А. Королёв
S ′2 := S2 + T3 − T4 =
∑
|a|≤D
∑
1≤n≤Q
2
∑
1≤q≤Q
4n+a≤q2≤2n
√
Q2−a+a
q2≡a (mod 4n)
1.
Покажем теперь, что в S ′1 и S
′
2 границы изменения q можно сделать не зависящими
от a. Пусть, скажем, T5 — вклад слагаемых S
′
1, отвечающих 1 ≤ a ≤ D и 4n ≤ q2 <
4n + a, T6 — вклад слагаемых, соотвествующих −D ≤ a ≤ −1, 4n + a ≤ q2 < 4n (в
каждом из случаев 1 ≤ n ≤ Q/2). Тогда
T5 :=
∑
1≤a≤D
∑
1≤n≤Q
2
∑
1≤q≤Q
4n≤q2<4n+a
q2≡a (mod 4n)
1 ≤
∑
1≤n≤Q
2
∑
1≤a≤D
∑
4n≤q2≤4n+D
q2≡a (mod 4n)
1≪
≪
∑
1≤n≤Q
2
(
D
n
+ 1
)(
D√
n+D
+ 1
)
≪
∑
1≤n≤Q
2
(
D3/2
n
+
D√
n
+ 1
)
≪
≪ D3/2 lnQ+D
√
Q+Q.
Аналогично получается и оценка
T6 :=
∑
−D≤a≤−1
∑
1≤n≤Q
2
∑
1≤q≤Q
4n+a≤q2<4n
q2≡a (mod 4n)
1 ≪
≪
∑
1≤n≤Q
2
(
D
n
+ 1
)(√
4n−
√
max(4n−D, 0) + 1
)
≪ D3/2 +D
√
Q+Q.
Пусть, далее, T7 — вклад в S
′
1 слагаемых, отвечающих 1 ≤ a ≤ D, 4nQ < q2 ≤
4nQ + a, T8 — от слагаемых, отвечающих −D ≤ a ≤ −1, 4nQ + a < q2 ≤ 4nQ (везде
1 ≤ n ≤ Q/2). Тогда
T7 :=
∑
1≤a≤D
∑
1≤n≤Q
2
∑
1≤q≤Q
4nQ<q2≤4nQ+a
q2≡a (mod 4n)
1 ≤
≤
∑
1≤n≤Q
2
∑
1≤a≤D
∑
4nQ<q2≤4nQ+D
q2≡a (mod 4n)
1≪
∑
1≤n≤Q/2
(
D
n
+ 1
)(
D√
nQ +D
+ 1
)
≪
≪
∑
1≤n≤Q/2
(
D3/2
n
+
D
n
+
D√
nQ
+ 1
)
≪ D3/2 lnQ+Q,
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и, аналогично,
T8 :=
∑
−D≤a≤−1
∑
1≤n≤Q
2
∑
1≤q≤Q
4nQ+a<q2≤4nQ
q2≡a (mod 4n)
1 ≪
≪
∑
1≤n≤Q
2
(
D
n
+ 1
)(√
4nQ−
√
max(4nQ−D, 0) + 1
)
≪ D3/2 +D lnQ+Q.
Определим для суммы S ′2 величины T9, . . . , T12 по аналогии с T5, . . . , T8. Замечая,
что T9 = T5, T10 = T6, будем иметь
T9 ≪ D3/2 lnQ+D
√
Q +Q, T10 ≪ D3/2 +D
√
Q+Q,
T11 :=
∑
1≤a≤D
∑
1≤n≤Q
2
∑
2nQ<q2≤2n
√
Q2−a+a
q2≡a (mod 4n)
1 ≤
∑
1≤n≤Q
2
∑
1≤a≤D
∑
2nQ<q2≤2nQ+D
q2≡a (mod 4n)
1 ≪
≪
∑
1≤n≤Q
2
(
D
n
+ 1
)(
D√
2nQ +D
+ 1
)
≪ D3/2 lnQ+Q,
T12 :=
∑
−D≤a≤−1
∑
1≤n≤Q
2
∑
1≤q≤Q
2n
√
Q2−a+a<q2≤2nQ
q2≡a (mod 4n)
1 ≤
∑
−D≤a≤−1
∑
1≤n≤Q
2
∑
1≤q≤Q
2nQ−D≤q2≤2nQ
q2≡a (mod 4n)
1 ≪
≪
∑
1≤n≤Q
2
(
D
n
+ 1
)(√
2nQ−
√
max(2nQ−D, 0) + 1
)
≪ D3/2 +D lnQ+Q.
Окончательно находим
N1 = 2S
′′
1 − S ′′2 +O
(
Q +D
√
Q+D2/Q+D3/2 lnQ
)
,
S ′′1 := S
′
1 + T5 − T6 − T7 + T8 =
∑
1≤n≤Q
2
∑
|a|≤D
∑
1≤q≤Q
4n≤q2≤4nQ
q2≡a (mod 4n)
1 ,
S ′′2 := S
′
2 + T9 − T10 − T11 + T12 =
∑
1≤n≤Q
2
∑
|a|≤D
∑
1≤q≤Q
4n≤q2≤2nQ
q2≡a (mod 4n)
1 .
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Вычислим S ′′1 . Имеем
S ′′1 :=
∑
1≤n≤Q
2
∑
|a|≤D
∑
2
√
n≤q≤2√nQ
1≤q≤Q
q2≡a (mod 4n)
1 .
Если 1 ≤ n ≤ Q/4, то верхней границей q во внутренней сумме будет величина
2
√
nQ; в противном случае — величина Q. Значит,
S ′′1 = V1 + V2,
где
V1 =
∑
1≤n≤Q
4
∑
|a|≤D
∑
2
√
n≤q≤2√nQ
q2≡a (mod 4n)
1,
V2 =
∑
Q
4
<n≤Q
2
∑
|a|≤D
∑
2
√
n≤q≤Q
q2≡a (mod 4n)
1.
Имеем, далее:
V1 =
∑
1≤n≤Q
4
∑
|a|≤D
1
4n
∑
−2n<c≤2n
∑
2
√
n≤q≤2√nQ
e2pii
c(q2−a)
4n =
=
∑
1≤n≤Q
4
1
4n
∑
−2n<c≤2n

∑
|a|≤D
e−2pii
ac
4n

 ·

 ∑
2
√
n≤q≤2√nQ
e2pii
cq2
4n

 =
=
∑
1≤n≤Q
4
1
4n
(2[D] + 1)
([
2
√
nQ
]
− [2√n]+ 1)+R1,
где первое слагаемое (сумма по n) отвечает вкладу от c = 0, а слагаемое R1 — вкладу
c 6= 0.
Первое слагаемое преобразуется к виду
1
4
∑
1≤n≤Q
4
1
n
(2D +O(1))
(
2
√
nQ+O(
√
n)
)
=
=
1
4
∑
1≤n≤Q
4
1
n
(
4D
√
nQ +O(D
√
n) +O(
√
nQ)
)
=
= D
√
Q
∑
1≤n≤Q
4
1√
n
+O
(
D
√
Q+Q
)
= D
√
Q
(
2
√
Q
4
+O(1)
)
+O
(
D
√
Q+Q
)
=
= DQ+O
(
D
√
Q+Q
)
.
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Пусть, далее, ...(a,m) = δ ≥ 1, a = δa1, m = δm1, где ...(a1, m1) = 1. Тогда при
любом X > 1 имеем:
X∑
x=1
e2pii
ax2
m =
X∑
x=1
e
2pii
a1x
2
m1 =
[
X
m1
]
−1∑
s=0
(s+1)m1∑
x=sm1+1
e
2pii
a1x
2
m1 +
X∑
x=
[
X
m1
]
m1+1
e
2pii
a1x
2
m1 =
=
[
X
m1
] m1∑
x=1
e
2pii
a1x
2
m1 +
X∑
x=
[
X
m1
]
m1+1
e
2pii
a1x
2
m1
Пользуясь оценкой неполной суммы Гаусса из леммы 2, получаем∣∣∣∣∣
X∑
x=1
e2pii
ax2
m
∣∣∣∣∣≪
(
X√
m
√
(a,m) +
√
m
(a,m)
)√
lnm.
Замечая теперь, что при 0 < |c| ≤ 2n∣∣∣∣∣∣
∑
|a|≤D
e−2pii
ac
4n
∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
sin
(
2pic([D]+1/2)
4n
)
sin
(
pic
4n
)
∣∣∣∣∣∣≪
n
|c| .
Таким образом, имеем
R1 =
1
4
∑
1≤n≤Q
4
1
n
∑
−2n<c≤2n
c 6=0

∑
|a|≤D
e−2pii
ac
4n

 ·

 ∑
2
√
n≤q≤2√nQ
e2pii
cq2
4n

≪
≪
∑
1≤n≤Q
4
1
n
∑
1≤c≤2n
n
c
(√
nQ√
n
√
(c, 4n) +
√
n
(c, 4n)
)√
lnn≪
≪
∑
1≤n≤Q
4
∑
1≤c≤2n
1
c
√
Q lnQ
√
(c, 4n)≪
√
Q lnQ
∑
1≤n≤Q
n∑
c=1
√
(c, n)
c
≪
≪
√
Q lnQ
∑
1≤n≤Q
∑
δ|n
∑
1≤c≤n
(c,n)=δ
√
δ
c
.
Полагая в последней сумме c = c1δ, n = n1δ, где (c1, n1) = 1, получим
R1 ≪
√
Q lnQ
∑
n≤Q
∑
δ|n
1√
δ
∑
1≤c1≤n1
1
c1
≪
√
Q(lnQ)3/2
∑
n≤Q
∑
δ|n
1√
δ
≪
≪
√
Q(lnQ)3/2
∑
δ≤Q
1√
δ
∑
1≤m≤Q
δ
1≪
√
Q(lnQ)3/2
∑
δ≤Q
Q
δ
√
δ
≪ (Q lnQ)3/2.
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Итак, V1 = DQ+O
(
D
√
Q+ (Q lnQ)3/2
)
.
Аналогично, вычисляется и сумма V2:
V2 =
∑
Q
4
<n≤Q
2
1
4n
∑
|a|≤D
∑
−2n<c≤2n
∑
2
√
n≤q≤Q
e2pii
c(q2−a)
4n =
=
∑
Q
4
<n≤Q
2
1
4n
∑
−2n<c≤2n

∑
|a|≤D
e−2pii
ac
4n

 ·

 ∑
2
√
n≤q≤Q
e2pii
cq2
4n

 =
=
∑
Q
4
<n≤Q
2
1
4n
(2[D] + 1)
(
[Q]− [2√n]+ 1)+
+
∑
Q
4
<n≤Q
2
1
4n
∑
−2n<c≤2n
c 6=0

∑
|a|≤D
e−2pii
ac
4n

 ·

 ∑
2
√
n≤q≤Q
e2pii
cq2
4n

 =
=
DQ
2
∑
Q
4
<n≤Q
2
1
n
+O
(
D
√
Q+ (Q lnQ)3/2
)
=
ln 2
2
DQ+O
(
D
√
Q+ (Q lnQ)3/2
)
.
Окончательно находим:
S ′′1 = V1 + V2 = DQ
(
1 +
ln 2
2
)
+O
(
D
√
Q+ (Q lnQ)3/2
)
.
Далее,
S ′′2 =
∑
1≤n≤Q
2
∑
|a|≤D
∑
2
√
n≤q≤√2nQ
q2≡a (mod 4n)
1 =
=
∑
1≤n≤Q
2
∑
|a|≤D
1
4n
∑
−2n<c≤2n
∑
2
√
n≤q≤√2nQ
e2pii
c(q2−a)
4n =
=
∑
1≤n≤Q
2
1
4n
∑
−2n<c≤2n

∑
|a|≤D
e−2pii
ac
4n

 ·

 ∑
2
√
n≤q≤√2nQ
e2pii
cq2
4n

 =
=
∑
1≤n≤Q
2
1
4n
(
2D
√
2Qn+O
(√
Qn +D
√
n
))
+O
(
(Q lnQ)3/2
)
=
=
D
√
Q√
2
∑
1≤n≤Q
2
1√
n
+O
(
D
√
Q + (Q lnQ)3/2
)
= DQ+O
(
D
√
Q+ (Q lnQ)3/2
)
.
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Собирая вместе полученные оценки, найдём:
N1 = 2S
′′
1 − S ′′2 +O
(
D3/2 lnQ+D2/Q+D
√
Q+Q
)
=
= DQ(1 + ln 2) +O
(
D3/2 lnQ+D2/Q +D
√
Q+ (Q lnQ)3/2
)
,
N(Q,D) = 4N1 +O
(
Q
√
D +D3/2 lnQ
)
= 4(1 + ln 2)DQ+O(r),
где
r = D2/Q+D
√
Q+ (Q lnQ)3/2 +Q
√
D +D3/2 lnQ =
5∑
k=1
∆k.
Смысл обозначений ∆k, 1 ≤ k ≤ 5, очевиден. Замечая, что при D ≤ 5Q2 имеет место
неравенство ∆1 ≪ ∆5, при D ≤ Q справедливы неравенство max(∆2,∆4) ≪ ∆3, а
при D > Q — неравенство max(∆2,∆4)≪ ∆5, находим, что r ≪ ∆3 +∆5.
Формула для N(Q,D) будет асимптотической, если (Q lnQ)3/2 +D3/2 lnQ≪ DQ,
т.е.
√
Q(lnQ)3/2 ≪ D ≪
(
Q
lnQ
)2
; изначально мы ограничивались значениями D ≤
Q2/2. Если положить D = 5Q2−2v, то промежутку
√
Q(lnQ)3/2 ≪ D ≪
(
Q
lnQ
)2
будет
отвечать промежуток 0 < v < 3
4
.
Теорема доказана.
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